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Выводы. Предложен новый подход при моделировании нестационарно-
го деформирования прямоугольной пластины, с установленным на ней амор-
тизатором, в виде неизвестной силы, которая прикладывается к пластине. На 
основе предложенного в работе подхода, имеется возможность получать ус-
тойчивые аналитико-численные решения прямой и обратной нестационарных 
задач механики твердого деформируемого тела. Показана возможность иден-
тификации неизвестной возмущающей нагрузки по «зашумленным» исход-
ным данным, что обуславливает применимость описанной методики при экс-
периментальных исследованиях для реальных результатов измерений. 
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ИДЕНТИФИКАЦИЯ КИНЕМАТИЧЕСКОГО НАГРУЖЕНИЯ 
НА ПОВЕРХНОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОЛОСТИ 
УПРУГОГО ПРОСТРАНСТВА 
 
Збудовано розв’язок оберненої задачі на основі розв’язку прямої задачі про дослідження неста-
ціонарних коливань пружної ізотропної середи з циліндричною порожниною. Поширення осеси-
метричних деформаційних хвиль зумовлено завданням переміщень на поверхні порожнини у 
пружному тілі. Приведено числовий приклад розрахунку оберненої задачі. 
 
The inverse problems solution based on the direct problem of non-stationary vibrations of an elastic iso-
tropic medium with a cylindrical cavity is considered. Distribution of axisymmetric deformation waves 
which are caused by displacements on the surface of an elastic body. A numerical calculations’ example 
for the inverse problem are presented. 
 
Построено решение обратной задачи на основе прямой задачи об исследовании нестационарных 
колебаний упругой изотропной среды с цилиндрической полостью. Распространение осесиммет-
ричнных деформационных волн обусловлено заданием перемещений на поверхности полости в 
упругом теле. Представлен численный пример расчета обратной задачи. 
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Введение. Зачастую, точность расчетов сооружений и машин на дина-
мическую прочность, существенным образом зависит от полноты информа-
ции о воздействующих нагрузках (законов изменения их во времени и мак-
симальных значений). Причем нагружения могут быть как кинематического, 
так и силового характеров. 
Разработка методик решения обратных задач и соответствующих алго-
ритмов позволяет эффективно идентифицировать (восстановить) неизвест-
ный закон изменения во времени нагрузок, воздействующих на элементы 
конструкций, а также находить их максимальных значений на основе извест-
ного в некоторых точках напряженно-деформируемого состояния (НДС) этих 
элементов [9, 10]. 
 
Анализ публикаций. Первые работы по обратным задачам в механике 
деформируемого твердого тела появились в начале XX века. Более интенсив-
но разработки в этой области математической физики начали проводиться в 
70-80-е годы прошлого века и продолжаются до настоящего времени. По-
видимому, их интенсивное развитие стало возможным в связи со значитель-
ными достижениями в области вычислительной техники и вычислительной 
математики [2, 7, 11]. 
В настоящей статье предложена методика решения обратной задачи, це-
лью которой является определение перемещений на поверхности цилиндри-
ческой полости при условии, что известен закон изменений перемещений во 
времени в некоторой точке упругого пространства. 
Решение обратной задачи базируется на решении соответствующей пря-
мой задачи, которая заключается в отыскании изменений перемещений во 
времени в упругой среде при заданном изменении перемещений на поверх-
ности цилиндрической полости. Различные подходы к решению указанной 
прямой задачи, а также достоверность полученных результатов, отражены в 
работах Барона и Парнеса [1], сотрудников Института механики им. 
С.П.Тимошенко НАН Украины [4] и Е.Г. Янютина [8]. 
В настоящей работе решение обратной задачи будем строить на основе 
результатов, представленных в работе Е.Г. Янютина [8], в предположении 
постоянства радиуса цилиндрической полости. 
 
Постановка задачи. Пусть в упругом пространстве, содержащем ци-
линдрическую полость радиуса R0, известен закон изменения перемещений 
во времени (рис. 1). Деформация среды и соответственно указанное переме-
щение вызывается некоторым кинематическим нагружением пространства на 
поверхности полости (r = R0), находящейся в нем (рис. 1). Необходимо опре-
делить это кинематическое возмущение (радиальное перемещение), прило-
женное к поверхности полости. Для этого будем использовать известное пе-
ремещение в точке r*. 
 
Решение задачи. Укажем еще раз, что за основу, для построения реше-
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ния обратной задачи, были использованы результаты из монографии [8], в 
которой можно найти подробное описание построения решения прямой зада-
чи. Методика построения такого рода задач представлена также и в более 
поздней работе [9]. Опишем кратко соответствующее решение. 
 
  
Рисунок 1 – Расчетная схема для решения обратной задачи 
 
Уравнения, отражающие плоское нестационарное неосесимметричное 
деформирование упругого пространства в цилиндрических координатах 
(r,θ,z) [5] имеют следующий вид: 
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где λ и μ – коэффициенты Ламе; Δ – объемное расширение; ωz – проекция 
вектора вращения на ось z; ur и uθ – радиальное и окружное перемещения то-
чек среды соответственно. Причем, 
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Решение задачи строится с нулевыми начальными условиями 
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где ),(),,( tftfr θθ θ  – заданные функции, описывающие изменение радиаль-
ных и окружных перемещений, на поверхности бесконечного цилиндра, на-
ходящегося внутри упругого пространства. 
При формулировке (4) указано, что при r = +∞ возмущения в упругой 
среде отсутствуют. 
В результате решения уравнений (1) и (2) [8, 9] с учетом условий (3) и 
(4) получим выражения, которые позволяют рассчитать перемещения ur и uθ 
в любой точке упругого пространства с цилиндрической полостью при кине-
матическом нагружении на его поверхности в условиях плоского неосесим-
метричного деформирования: 
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причем H(t) – функция Хевисайда; ρμ=ρμ+λ= 22 ;)( ba  – скорости соот-
ветственно продольных и поперечных волн возмущений, возникающих в ма-
териале среды; Г(n) – гамма-функция. 
Пример расчета обратной задачи проводится для случая, отвечающего 
осесимметричному плоскому деформированию упругого пространства с ци-
линдрической полостью, то есть n = 0 в разложениях (5). В этом случае, ре-
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шение задачи строится на основе следующего выражения 
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которое решается относительно неизвестной функции C(t). При этом предпо-
лагается, что функция ur(t) является известной функцией времени в точке 
r = r*. 
Таким образом, нестационарная обратная задача сводится к решению 
интегрального уравнения Вольтера I рода, а радиальные перемещения, кото-
рые необходимо задать на поверхности цилиндрической поверхности упру-
гого пространства, чтоб получить соответствующие перемещения в произ-
вольной точке упругого пространства определяются как: 
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Поскольку задача является псевдокорректной, то есть некорректной по 
Адамару, но корректной по Тихонову [6], то не требуется применять специ-
альных устойчивых методов. 
Для решения уравнения (7) применялся численный подход, который со-
стоит во введении аппроксимирующих выражений [3, 9] для искомых функ-
ций по формуле: 
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где yp = const; tpt p Δ⋅= ; MTt =Δ  – шаг во времени; M – целое положи-
тельное число; m = 1…M – число шагов во времени. 
Подставляя аппроксимирующие формулу (8) в уравнения (6) получим 
выражения, из которых находятся неизвестная функция C(t) в дискретной 
форме, после чего, подставляя их значения в (7), и найдем радиальные пере-
мещения, вызывающие распространение осесимметричных упругих волн от 
круговой полости в однородной упругой среде. 
 
Численные результаты. Численный расчет задачи проводился для сле-
дующих параметров: R0 = 0,3 м, E = 2,058 · 1011 Н/м2, ν = 0,3, 
ρ = 7,8 · 103 кг/м3. Было рассмотрено два случая кинематического нагружения 
пространства. На рис. 2, а, б представлены кривые изменения перемещений 
во времени соответственно. Причем, кривая 1 соответствует известному за-
кону изменению перемещений в точке r* = 1,2 м, а кривая 2 – это восстанов-
ленные перемещения на цилиндрической поверхности, которые вызывают 
заданные перемещения. 
 
Выводы. Указанная методика решения обратной задачи является доста-
точно эффективной, о чем свидетельствует приведенные результаты. 
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Рисунок 2 – Изменение во времени радиальных перемещений 
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ДОСЛІДЖЕННЯ ДИНАМІЧНОГО НАПРУЖЕНОГО СТАНУ В 
ЛОПАТКАХ ТУРБОМАШИН МЕТОДОМ КОМБІНОВАНОГО 
РОЗКЛАДАННЯ ПО ВЛАСНИМ ФОРМАМ НАПРУЖЕНЬ ТА 
ПЕРЕМІЩЕНЬ  
 
Розроблено метод для аналізу динамічного напруженого стану в турбінних лопатках, що виникає 
в процесі вимушених гармонічних коливань. Запропонований підхід базується на розкладанні в 
ряд по формам переміщень і формам напружень власних коливань, та передбачає суттєву кон-
денсацію розмірності задачі при використанні докладних скінченно-елементних моделей.  
 
A method has been developed for analysis of the dynamic stress state in turbine blades, which is occur-
ring in forced harmonic vibrations. The proposed approach is based on a superposition of the displace-
ment and stress normal modes, and provides a substantial reduction of the problem size for large finite 
element models. 
 
Разработан метод анализа динамического напряженного состояния в турбинных лопатках, воз-
никающий в процессе вынужденных гармонических колебаний. Предложенный подход базиру-
ется на разложении в ряд по формам перемещений и формам напряжений собственных колеба-
ний и предусматривает существенную конденсацию размерности задачи при использовании под-
робных конечноэлементных моделей.  
 
Вступ. Надійність деталей турбомашин залежить від рівня динамічних 
напружень, що виникають в процесі експлуатації. До найбільш вібраційно 
напружених елементів турбомашин відносять лопаткові апарати робочих ко-
ліс (в парових турбінах це – робочі апарати циліндру низького тиску). 
Періодичні навантаження (викликані незбалансованістю ротора турбіни 
та нерівномірністю потоку пари), що діють на робочі колеса, призводять до 
вібрацій лопаток [1, 2]. В номінальному режимі роботи турбіни складні коли-
вальні процеси в лопатковому апараті являють собою суперпозицію гармоні-
чних коливань. Таким чином, визначення динамічних напружень, що вини-
кають у процесі вимушених гармонічних коливань, є одним з важливих ета-
пів у рішенні задачі визначення надійності і ресурсу турбінних лопаток.  
В сучасній практиці проектування конструкцій у машинобудуванні най-
